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摘 要： 基于一个凸的全变差变分能量泛函，本文提出一个去除乘性噪声的小波变分模型．使用凸优化工具，给
出该模型的交替分裂Ｂｒｅｇｍａｎ算法．相比于目前基于全变差去除乘性噪声的变分模型和分裂算法，新模型和算法形式
简单，推广性强．一系列实验结果验证了本文算法及推广算法的有效性．
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１ 引言

变分法和小波是数字图像处理的强有力工具．使用
变分技术和小波方法，去除加性高斯噪声的研究已较为

成熟［１，２］．经典的ＲＯＦ［１］模型用全变差（ＴＶ）作为正则项，
使用 Ｌ２范数作为保真项（数据项），解一个凸优化问题

ｍｉｎ
ｆ∈ＢＶ（Ω）

ｆＴＶ＋λ ｆ－ｆ

 

０( )２ （１）

这里 ｆ０：Ω→Ｒ＋为原始图像， ｆＴＶ＝∫Ω ｆ（ｘ）ｄｘ

为ｆ在有界变差（ＢＶ）空间的半范数，参数λ须匹配于噪
声水平．众所周知，Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ１１，１是ＢＶ空间的子空间．
用 Ｂ１１，１代替 ＢＶ，记 ｆ{ }γ γ∈Γ和 ｆ０{ }γ γ∈Γ分别为ｆ和ｆ０的
小波分解系数，则函数与相应的小波分解系数一一对

应．利用 Ｐａｒｓｅｖａｌ等式，由式（１）得

ｍｉｎ
ｆ

ｆＢ１１，１＋λ∑
γ∈Γ

ｆγ －ｆ０

 

γ( )２ （２）

其中 ｆＢ１１，１表示 ｆ在Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ
１
１，１的半范数，Γ表示小

波系数指标集．进一步使用 Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ１１，１与小波系数

的 ｌ１范数等价模关系［３～５］：

ｆＢ１１，１≈∑
γ∈Γ

ｆγ （３）

式（２）写为

ｍｉｎ
ｆ∑
γ∈Γ

ｆγ ＋λ∑
γ∈Γ

ｆγ －ｆ０

 

γ
２ （４）

Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ［４］发现式（４）的解是小波系数软阈值，随后有
大量的推广性研究［５～７］．

本文将上述思想应用到去除乘性噪声问题．在合成
孔径雷达图像（ＳＡＲ）、超声图像和激光图像中都存在乘
性噪声［８］．相比于加性噪声，乘性噪声的去除更为复杂．
在连续情形下，对任意 ｘ∈Ω，乘性噪声模型为

ｆ０（ｘ）＝ｆ（ｘ）·ｖ（ｘ） （５）
这里 ｆ０为观测图像，ｆ为未污染图像，ｖ是均值为１、服
从Ｇａｍｍａ分布的噪声，其概率密度函数为

ｐｄｆ（ｖ）＝ ＬＬ

γ（Ｌ）
ｖＬ－１ｅ（－Ｌｖ）．１（＞０） （６）

其中 Ｌ为同场景独立成像次数，γ（·）是Ｇａｍｍａ函数．
在文献［９］中，Ｒｕｄｉｎ、Ｌｉｏｎｓ和Ｏｓｈｅｒ提出了基于全变
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差去除高斯乘性噪声的变分模型（ＲＬＯ模型）．针对去
除Ｇａｍｍａ分布乘性噪声，Ａｕｂｅｒｔ和 Ａｕｊｏｌ［１０］基于最大后
验提出了一个非凸全变差变分模型（ＡＡ模型）

ｍｉｎ
ｆ∈ＢＶ（Ω）

ｆＴＶ＋λ∫Ω（ｌｏｇｆ＋
ｆ０
ｆ）ｄ( )ｘ （７）

随后，Ｓｈｉ和 Ｏｓｈｅｒ［１１］，Ｈｕａｎｇ和 Ｍｉｃｈａｅｌ［１２］分别对式（７）
进行了改进，得到了较好的去噪结果．文献［１３］给出一
个在变换域上加权 Ｌ１保真，在空域 ＴＶ正则的变分模
型，使用ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄ分裂算法求解，得到了一个复
杂的杂交算法和很好的去噪效果．文献［１４］使用对数变
换将乘性噪声转化为加性噪声，在图像的对数域，基于

ＴＶ和变量分裂技术给出了交替分裂迭代算法，得到了
ＴＶ类方法的最好结果．

２ 去除乘性噪声的小波变分模型与算法

由于ＡＡ模型的非凸性，因此本文考虑另一个基于
ＷｅｂｅｒｉｚｅｄＴＶ正则［１５］的变分模型

ｍｉｎ
ｆ∫Ω ｆ

ｆ ｄｘ＋λ∫Ω（ｌｏｇｆ＋
ｆ０
ｆ）ｄ( )ｘ （８）

尽管式（８）模型仍然是非凸的，但其 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程
与下面凸的变分模型的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程一致，

ｍｉｎ
ｆ∈ＢＶ（Ω）∫Ω ｆｄｘ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （９）

式（９）模型可视为ＡＡ模型的凸松弛．
在式（９）模型中，用 Ｂ１１，１代替ＢＶ，式（９）可以写为

ｍｉｎ
ｆ∈Ｂ

１
１，１（Ω）

ｆＢ１１，１＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （１０）

使用小波系数的 ｌ１范数与 Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ１１，１半范的等价
模关系（式（３）），得到下面的小波变分模型

ｍｉｎ
ｆ ∑γ∈Γ ｆγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （１１）

式（１１）是在变换域上正则，在空域上保真的变分模型．
为了给出有效的算法，引入一个新的变量 ｇ，式（１１）问
题等价于约束优化问题

ｍｉｎ
ｇ ∑γ∈Γ ｇγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ ，ｓ．ｔ．ｇ＝ｆ

（１２）
这里 ｇγ表示ｇ的小波分解系数．利用罚函数方法化为
无约束问题得

ｍｉｎ
ｇ ∑

γ∈Γ

ｇγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄｘ＋μ２ ｇ－

 

ｆ( )２
这为了满足约束条件，μ必须取很大，但这会产生计算

稳定性问题．定义泛函

Ｊ（ｆ，ｇ）＝∑
γ∈Γ

ｇγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄｘ
和 Ｊ（ｆ，ｇ）的 Ｂｒｅｇｍａｎ距离［１６］

ＤＰ
（ｋ）

Ｊ （ｆ，ｇ，ｆ（ｋ），ｇ（ｋ））＝Ｊ（ｆ，ｇ）－Ｊ（ｆ（ｋ），ｇ（ｋ））

－〈Ｐ（ｋ）ｆ ，ｆ－ｆ（ｋ）〉－〈Ｐ（ｋ）ｇ ，ｇ－ｇ（ｋ）〉
这里 Ｐ（ｋ）ｆ 和Ｐ（ｋ）ｇ 是Ｊ（ｆ，ｇ）分别关于 ｆ和ｇ在点ｆ（ｋ）和
ｇ（ｋ）的次梯度．考虑变分序列的优化问题

ｆ（ｋ＋１），ｇ（ｋ＋１{ }） ＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ，ｇ
ＤＰ

（ｋ）

Ｊ （ｆ，ｇ，ｆ（ｋ），ｇ（ｋ））

＋μ２ ｇ－
 

ｆ２，

初始点 ｆ（０）＝ｇ（０）＝ｂ（０）＝０．如果记 ｈ（ｋ）ｆ ＝
Ｐ（ｋ）ｆ
λ
，ｈ（ｋ）ｇ ＝

Ｐ（ｋ）ｇ
λ
和ｈ（０）ｆ ＝ｈ（０）ｇ ＝０，经过化简并舍掉常数项，上式可

以写为

ｆ（ｋ＋１），ｇ（ｋ＋１{ }）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ，ｇ

∑
γ∈Γ

ｇγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄｘ
＋μ２ ｆ－ｇ－ｂ（ｋ

 

）{ }２
ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）－ ｆ（ｋ＋１）－ｇ（ｋ＋１( )













）

（１３）

利用文献［１６］的技巧可以证明，对给定的μ，式
（１３）迭代问题的解收敛到约束优化问题式（１２）的解．式
（１３）为多变量优化问题，采用交替优化 ｆ和ｇ，可以分
解为两个子问题

ｆ（ｋ＋１）＝ｍｉｎ
ｆ

λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄｘ
＋μ２ ｆ－ ｇ（ｋ）＋ｂ（ｋ( )

 

）{ }２ （１４）

和

ｇ（ｋ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ ∑

γ∈Γ

ｇγ ＋μ２ ｇ－ ｆｋ＋１－ｂ（ｋ( )

 

） ２

（１５）
容易看到子问题式（１４）的解为

ｆ（ｋ＋１）＝ ｇ（ｋ）＋ｂ（ｋ）－τ＋ ｇ（ｋ）＋ｂ（ｋ）－( )τ ２＋４τｆ槡( )０ ２

（１６）
这里τ＝λ／μ．利用 Ｐａｒｓｅｖａｌ等式，子问题式（１５）可以写
为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

∑
γ∈Γ

ｇγ ＋μ２∑
γ∈Γ

ｇγ － ｆ（ｋ＋１）－ｂ( )ｋ

 

γ
２

（１７）
带有下标γ的符号，均表示函数的小波分解系数．由于
泛函可以解耦为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

ｇγ ＋μ２ ｇγ－ ｆ
（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）

 

γ
２，

γ∈Γ
记软阈值算子为 Ｔ１／μ，即

Ｔ１／μ（β）＝ｓｉｇｎ（β）（｜β｜－１／μ）＋
因此对所有指标γ，上式的解为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝Ｔ１／μ （ｆ
（ｋ＋１）－ｂ（ｋ））( )γ （１８）
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交替求解子问题式（１４）、（１５）称为交替分裂 Ｂｒｅｇｍａｎ算
法［１６］．

算法１ （去除乘性噪声小波基变分模型式（１１）的交替
分裂 Ｂｒｅｇｍａｎ算法）

输入：带有乘性噪声图像 ｆ０，参数λ，μ，τ＝λ／μ，小波函数｛ψγ｝γ∈Γ
初始化 ｇ（０）＝０，ｂ（０）＝０
迭代直到收敛

（１）ｆ（ｋ＋１）＝ ｇ（ｋ）＋ｂ（ｋ）－τ＋ ｇ（ｋ）＋ｂ（ｋ）－( )τ ２＋４τｆ槡( )０ ２

（２）使用小波变换得到小波系数 ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）
γ并计算ｇγ

（ｋ＋１）＝

Ｔ１／μ （ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ））( )γ ，使用逆小波变换得到 ｇ（ｋ＋１）

（３）ｂ（ｋ＋１）＝ｂ（ｋ）－ ｆ（ｋ＋１）－ｇ（ｋ＋１( )）

输出：ｆ

该算法可以看作为ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄＳｐｌｉｔｔｉｎｇ［１７］算法
的一种特例，我们在文献［１８］中给出了去除加性噪声模
型的收敛性证明，算法 １的收敛性证明与文献［１８］一
致．从算法的细节描述上来看，算法本质上是一种特殊
的小波迭代阈值算法．该算法简单、收敛速度快．对比
于文献［１４］中的算法，本文算法避免了图像作对数变换
引起的偏差，并且本文算法是基于调和分析中多尺度

几何变换的算法，利用了更多图像的几何结构信息，这

是本文算法更优于文献［１４］算法的关键．第３节给出推
广的小波变分模型和算法，第４节将给出实验结果并和
文献［１４］进行比较．

３ 模型与算法的推广

众所周知，Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂαｐ，ｑ（α＞０，０＜ｐ，ｑ≤ ＋∞）
可以刻画图像的光滑性．本节在更一般的空间 Ｂα１，１中讨
论式（１０）模型．

在式（１０）模型中，用 Ｂα１，１替代 Ｂ１１，１，有下面推广的
模型

ｍｉｎ
ｆ∈Ｂ

α

１，１（Ω）

ｆＢα１，１＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （１９）

小波系数与Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂα１，１半范的等价模关系为［３～５］

ｆＢα１，１≈∑
γ∈Γ
２ｊ（α－１） ｆγ （２０）

由式（１９）和（２０），得到更一般的小波基变分模型为

ｍｉｎ
ｆ ∑γ∈Γ２

ｊ（α－１） ｆγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （２１）

可以清楚的看到，当α＝１时，式（２１）与式（１１）一致．由
式（１２）～（１７）的分析，在更一般的Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂα１，１里，求
解模型式（２１）的算法类似于式（１１），这里仅给出不同之
处的分析．由式（２１），式（１７）变为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

∑
γ∈Γ
２ｊ（α－１） ｇγ

＋μ２∑
γ∈Γ

ｇγ － ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）

 

γ
{ }２

（２２）

该泛函可以解耦为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

２ｊ（α－１） ｇγ

＋μ２ ｇγ－ ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）

 
γ
２，γ∈Γ

上式的解为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝Ｔ２ｊ（α－１）／μ （ｆ
（ｋ＋１）－ｂ（ｋ））( )γ ，γ∈Γ （２３）

其中 Ｔ为软阈值算子．因此式（１１）与式（２１）的求解算
法仅是阈值算子的不同，当α＝１时，阈值算子与分解
尺度无关，当α≠１时，阈值算子是尺度依赖的．

利用Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ分解空间 Ｇ１／２１，１和 Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ１１，１的嵌
入关系 Ｂ１１，１Ｇ１／２１，１［１９］，模型式（１０）的另一个直接推广是
用 Ｇ１／２１，１替代 Ｂ１１，１，有下面推广的模型

ｍｉｎ
ｆ∈Ｇ

１／２
１，１（Ω）

ｆＧ１／２１，１＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （２４）

这里 ｆＧ１／２１，１是 ｆ在分解空间 Ｇ
１／２
１，１的半范．利用 Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ

系数和分解空间半范的等价模关系，式（２４）等价于曲线
波变分模型

ｍｉｎ
ｆ
γ

∑
γ∈Λ
２－ｊ／４ ｆγ ＋λ∫Ω（ｆ－ｆ０ｌｏｇｆ）ｄ( )ｘ （２５）

这里 ｆγ 表示函数 ｆ的 Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ系数，Λ 表示全体
Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ系数指标集．由式（１２）～（１７）的分析，求解模型
式（２５）的算法类似于式（１１）．由式（２５），式（１７）式变为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

∑
γ∈Λ
２－ｊ／４ ｇγ

＋μ２∑
γ∈Λ

ｇγ － ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）

 

γ
{ }２

（２６）
该泛函可以解耦为

ｇ（ｋ＋１）γ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｇ
γ

２－ｊ／４ ｇγ

＋μ２ ｇγ－ ｆ（ｋ＋１）－ｂ（ｋ( )）

 

γ
{ }２ ，
γ∈Λ

上式的解为

ｇ( )γ
（ｋ＋１）＝Ｔ２－ｊ／４／μ （ｆ

（ｋ＋１）－ｂ（ｋ））( )γ ，γ∈Λ
（２７）

其中 Ｔ为软阈值算子．因此求解曲线波变分模型式
（２５）仍可以使用算法１，不同之处是使用曲线波阈值式
（２７）替代小波阈值．进一步可以考虑更一般的 Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ
分解空间 Ｇα１，１．

４ 数值实验

文献［１４］基于全变差（ＴＶ）正则提出了一个去除乘
性噪声的交替分裂迭代算法，并得到了 ＴＶ类方法的最
好结果．这一节的实验给出本文算法与文献［１４］中算法
的比较．本文算法中，小波选取为 ＤＢ３小波，使用 ３层
小波展开．

图１为原始的Ｂａｒｂａｒａ图像、人工合成图像和法国
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尼姆市的航拍图像．图 ２、图 ３和图 ４分别为使用本文
算法与文献［１４］中算法对三个测试图像的去噪实验结
果比较．噪声是均值为１，Ｌ＝２０，服从 Ｇａｍｍａ分布的乘
性噪声．由于二种算法使用不同的正则化方法，实验在
正则化参数区间［１，１５］进行循环测试，最终给出其最优
结果．与文献［１４］算法相比，从图像的细节信息上看出，

本文算法较好的保持了图像的纹理和对比度（图２（ｂ）
的围巾和裤子较模糊，图 ３（ｂ）出现明显的阶梯效应）．
从图２（ｃ）、图３（ｃ）和图４（ｃ）与图２（ｄ）、图３（ｄ）和图４
（ｄ）的对比可以看到，在本文算法中，使用曲线波阈值
替代小波阈值，图像质量有明显提高．实验结果不论信
噪比还是视觉效果，本文的结果比文献［１４］更优．

０８４ 电 子 学 报 ２０１２年



使用本文的小波方法，选取不同 Ｂｅｓｏｖ光滑指标α
对去噪结果有一定的影响．图５给出测试图像随光滑指
标α变化的峰值信噪比变化曲线图．Ｂａｒｂａｒａ图像和人
工合成图像的正则化参数选取为λ＝１５，航拍图像的
正则化参数选取为λ＝６．从变化曲线可以观察到，三个
测试图的最高峰值信噪比都是在接近α＝１时达到．当
０７≤α≤１时，信噪比几乎相当，差异不超过０３ｄＢ．当

α＞１时，信噪比逐渐下降．

表１ 测试图像的去噪实验比较

图像
噪声

参数 Ｌ
加噪图

文献［１４］
算法

本文算法

（小波α＝１）
本文算法

（曲线波）

Ｂａｒｂａｒａ
图像

１０ １０．４４９４ ２１．８８９５ ２１．２２４５ ２２．３１２７
２０ １１．７８９１ ２２．３７７１ ２２．５４４３ ２３．６５１１
３０ １３．１５１４ ２３．１２６４ ２３．９４７８ ２４．０１８０

人工合成图像

１０ １２．６６３９ ２２．１２６９ ２３．８０８９ ２４．５６９５
２０ １４．５１７７ ２２．４７９５ ２５．５７２８ ２６．３０３６
３０ １５．５２７５ ２３．７０１１ ２６．３３５８ ２７．２１７７

航拍图像

１０ １８．２２３５ ２６．８２２３ ２５．０６１４ ２７．１６４３
２０ ２０．５５５９ ２７．９４５３ ２８．１４６７ ２８．６５３１
３０ ２１．４４５１ ２８．３６６８ ２９．３８０４ ２９．５８１８

以峰值信噪比（ＰＳＮＲ／ｄＢ）为性能指标，表１列出使
用二种算法对不同噪声强度、不同测试图像的去噪实

验数据．从实验数据可以清楚地看到，本文算法有更好
的结果．

最后，使用二种算法对单视强度格式的真实 ＳＡＲ
图像进行去噪实验．从图６看到，本文算法的视觉效果
更好．

５ 结论与展望

本文提出一个去除乘性噪声的小波变分模型，并

给出求解算法．进一步，推广该模型和算法到更一般的
Ｂｅｓｏｖ空间和曲线波分解空间．通过数值实验，验证了该
算法的有效性．基于提出的模型，可以做大量的、更深
入的研究．从式（１０）模型很容易推广到平移不变小波、
波原子等，这些推广是直接的．进一步我们将使用迭代
正则化和逆尺度空间方法来提升去噪结果，并期望迭

代收敛解能出现新的特性．
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